2810 ACADEMIE DES SCIENCES.

MECANIQUE DES FLUIDES, — Constantes d'un ilot tourbillonnaire en fluide
parfait barolrope. Note (*) de M. Jeas-Jacques Moneaw, présentée par
M. Joseph Pérés.

Soit & le champ des vilesses d'un fluide parfait barotrope. On appelle llot tour-
billonnaire une portion de Anide sor la frontiére de laquells rot i est tangentiel ou

n:r].ﬂnmnnhv:gml’iht.ﬁgt‘ﬂle de ii.tot &t sur un tel flot reste constante an cours
din monvement: & cette intégrale sen rattache une aotre, ne dépendant que des

valeurs de rot Esur I'flot.

1. La constante H. — Soit, dans I'espace & trois dimensions, un fluide
non visqueux, soumis 4 des forces de masse dérivant d'un potentiel et

barotrope [relation p= f(p) ou, en particulier, ¢ constant]; le champ des
accélérations T est alors le gradient d'une fonction univoque g. Soit u le

champ des vitesses; on sait que le rotationnel £ = rot % est transporte
par le fluide selon la loi de Helmholtz :

d fu o duyg

al(38)=t5am
Nous appelons ilot tourbillonnaire une portion D de fAuide ayant pour
frontiére une surface réguliére 5 en chaque point de Iaquaﬂag est tangentiel
ou nul. Cette propriété se conserve an cours du temps. MNous nous imitons

ici au cas on [ est borné.
Au eours du mouvement de U'ilot tourbillonnatre D, U'tntégrale

H:ﬂﬁ.fdz

conserve une valeur constante (').
En effet, le fluide transportant invariante la mesure pds :

T =M%+ wa()ote=f (s +mni ) &
= _d%k[atf?+”‘—f)]dr=l£(q+ %)aqm :

et mmmag est, sur 5, orthogonal au vecteur unité normal a, cette dérivée
est bien nulle.

3. Auire expression de H. — Le champ u, sur D, peut étre décomposé
en la somme d'une vitesse 5, induite par Pilot (intégrale de Biot-Savart de £)
et d'une vitesse primitive #, irrotationnelle.

8 D est simplement connexe (ou peut étre rendu tel par adjonction
d’une portion irrotationnelle du fluide), & est, sur D, le gradient d'une
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fonction univoque g, d'on

.ﬂ‘ﬁ.f{m=ﬂ%w§}n&:ﬁ;ﬁmd¢=n,

Dans ce cas, H se réduit done au terme
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qui ne dépend pas de % mais uniquement des valeurs de Esur D.

Comme exemple d’'flot multiplement connexe, prenons D homéomorphe
é Pintérieur d'un tore, Constituons un domaine simplement connexe [ en
coupant D) par une cloison I dont le bord T est homéomorphe i un cercle
méridien du tore; le bord de IV est constitué de S et des deux faces I+

et £ de la cloison; sur [, le champ # est le gradient d'une fonction uni-
voque 9. Un point 2~ de I~ peut étre joint dans D' au point =+, en regard

sur £%, par une courbe équivalente pour % A un cycle C, tracé sur 5 (homéo-
morphe & un paralléle du tore); on a done

q{ﬂ}—ﬁ{r}:i$.cﬁ:ﬁﬁ.d;‘ s0iL .

Par suite

Ean st

ﬂﬁ dr = q-_;z;ﬂ'-ﬂ'
B Bt 44 E—

= [ st — gttt ds= b,
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Au cours du temps, les circulations a et b restent constantes, d’aprés le
théoréme de Kelvin; ainsi comme pour D simplement connexe, on obtient
la conclusion :

K reste constant au cours du mouvement de I'ilot D.

3. Cas d'une surfoce de glissement. — Nous avons développé ailleurs (?)
la théorie tourbillonnaire d'une surface de glissement, soit G, séparant
deux portions F' et F* d'un méme fluide parfait barotrope; la discontinuité
de vitesse ' — n”, sur G, est tangentielle. On introduit une couche fluide
fictive G* qui évolue sur G avec la vitesse 1* = 1:;-’ + ?:':lf:a et les résultats

sont particuliérement simples dans le cas usuel ol les valeurs £ et £ de -é,
de part et d’autre de G, sont langentielles @ G ou nulles : les points essentiels
de la théorie classique des tourbillons se transposent alors, en remplagant

ol P'on pose

la mesure vectorelle %d*: par la mesure vectorielle d= — & X I:E‘—E"}dcr
qui se trouve transportée par G* selon la loi de Helmholtz (& vecteur unité
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normal & G). La présente théorie s'adapte 4 ce cadre : une portion 4 de la
couche G* sera qualifiée tlot tourbillonnaire si, sur la courbe qui constitue

son bord, dE est tangentiel ou nul, ou encore si ce bord est nul (A surface
fermée); cette propriété se comserve au cours du temps. Ll'intégrale du
paragraphe 1 est alors & remplacer par

Hi:ﬂ‘zild:;:ﬁ{?' +.!.|!I, ;}dﬂ'
A LY

et cetle quantilé conserve une valeur constante. Il faut toutefois noter quavee

- e . .
I"hypothése faite (E’ = E" 3 u}, H est essentiellement nul s1 A est
simplement connexe. Pour A multiplement connexe la valeur de H* se relie

aux circulations de 1’ et %" sur des cyeles de base, de sorte que I'invanance
de H* est un corcllaire du théoréme de Kelvin.

{*) Séance du 3 mai sghir.

("} 0. Bioncoy (On RBelframi vector flelds and flows, Univ. Bergen Arbok. Naturvit.
Fekke, 1951, n® 1), cité par G, TrussneLL (Math. Rev., 15, 1954, p. 56y et The kinematics
of vortieily, Indiana University Press, Bloomington, Ind., U. 5. A., rgdd, p. 120) attire

déja 'atbention sur cette intégrale, en remarguant gue si i = grad i 4 f grad g (f, g, b :
+ potentiels de Monge s, avee b univoque), H est essentiellement nul pour un flot tourbil-
lonnaire, Ce n'est évidemment pas le cos général; comme exemple d'ilot ayant un F non
nul, nous proposons un systéme de deux anneanyx tourbillonnaire de révolution, d'inten-
sité respectives I, et Ik, anlocds, le toot plongé dans do fluide irrotationnel pour constituer
un flot I¥ simplement conmexe : on troove alors H = 2 T L.

(%) Thise, Paris, 1949, p. 1§ et J. Malh. pures &f appl, 32, 1953, p. 12

{Faculté des Seiences, Monfpellier.)



